SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica

KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
I RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2012/13. godina

1. Rijesiti sistem jednacina:

ab
a+b
_ac _s
a+c
be _4
b+c

2. U trouglu ABC je Z/BAC =60". Ako je M srediite stranice BC, N podnozje visine

datog trougla iz vrha B, a P podnozje visine iz vrha C, dokazati da je MNP
jednakostranicni trougao.
3. Dokazati da za sve realne nenegativne brojeve a,b,cvazi nejednakost:

ab(a+b-2c)+bc(b+c—2a)+ca(c+a-2b)>0.

4. Dokazati da je zadnja cifra (cifra jedinica) broja 7'%°” broj 1.
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Rjesenja zadataka za I razred

1. Sistem je definisan samo za realne brojeve a, b, ¢ za koje je
a+b=0Ab+c#0Ac+a=0. MoZe se odmah uociti da, ako je neka od promjenljivih
a, b ili ¢ jednaka nuli, sistem nema rjesenja.

Prvi nacin: Ako uzmemo reciprocne vrijednosti na obje strane u sve tri jednacine,

dobi¢emo:
a+b 1 a+c 1

b+c 1 I 1 1 1
A——=—>—+—=—A—+
ab 2 ac 5 bc 4 b a 2 c
Saberemo sve tri jednacine, pa ¢emo dobiti:

1 1 1y 1 1.1 1 1 1 19
2l =+ —F—|=—F—F—>—F+—+—=—.

a b c) 2 5 4 a b c 40
Poredeci sa prvom, odnosno drugom, odnosno tre¢om jednacinom u sistemu dobijamo

redom da je l:—L/\lzﬂ/\l:i, odnosno (a,b,c):(ﬂ,ﬂ,—40j.
c 40 b 40 a 40 9 11

I 1
=—A—+
5 b

1 I_1
a c 4

Drugi nacin: Ako se oslobodimo razlomaka u sve tri jednaCine, imamo da je
ab=2a+2bAac=5a+5cAbc=4b+4c.

Iz prve jednacine se dobije da je a= b2b2’ a iz trece je C= % Kad zamijenimo a i cC

8>  10b , 20b
(b-2)(b-4) b-2 b-4
Uz pretpostavku da be¢{2,4} pomnoZzimo jednacinu sa (b—2)(b—4), pa se nakon

preko b u drugu jednacinu dobije se da je

sredivanja dobije 22b>—80b=0. Poito znamo da ne moZe biti b=0, podijelimo

jednacinu sa b i dobijemo da je b:ﬂ. Nakon toga se lako dobije da je a:? 1

¢ =—40.

2. KonstruiSimo kruznicu sa centrom u tacki M, poluprecnika r =CM =MB. Tada se
zakljucuje da 1 tacke N 1 P leze na toj kruznici, jer je periferijski ugao nad pre¢nikom
pravi 1 jer su uglovi BNC 1 CPB pravi. Posto je MN =MP =r, trougao MNP je
jednakokraki. U trouglu ABN je ZBAN =60", ZANB =90°. Zato je ZABN =30°, a

to je periferijski ugao nad lukom NP.
C
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Posto je ugao NMP centralni ugao nad tim lukom, taj ugao inosi 60°. Dakle, trougao MNP
je jednakokraki trougao kome je jedan unutrasnji ugao 60° pa se lako zakljuGuje da su i
ostali uglovi 60°, §to znaci da je trougao MNP jednakostrani¢ni.

3. ab(a+b-2c)+bc(b+c—2a)+ca(c+a—2b)= a(b—c)2 +b(c—a)2 +c(a—b)2 > 0.
4. Ako se pomnoZze dva broja €ija je cifra jedinica (tj. zadnja cifra) 1, dobije se takode

2500
broj &ija je zadnja cifra 1. Posto je 7% =2401 i 7'%% :(74) =2401%%, tvrdnja

ocigledno vazi.
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KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
II RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2012/13. godina

1. Odrediti vrijednost parametra k tako da zbir recipro¢nih vrijednosti nula kvadratne
funkcije y =(k—1)x* —2(k+1)x+2k —1 bude ve¢i od %

2. U trouglu ABC simetrala ugla ACB sijece stranicu AB u tatki D. Ako je
AC + BD = BC + AD, dokazati da je trougao ABC jednakokraki.
1
3. Rijesiti jednacinu x-2* +l~2X =4.
X

6
4. lIzraCunati (\/ 2+42 + i\/ 2-2 ) , ako je i imaginarna jedinica.
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1.

Rjesenja zadataka za Il razred

Neka su X, 1 X, nule kvadratne funkcije. Tada je i+i > l: X*% l Prema
X X, 2 X Xy
o 3 2(k+1) 2k -1 .
Vietovim formulama dobijemo: X +X, = 1 1 XX, = 1 Otuda je

2k+2 1 2k+2 1 0 2k +5

> 0.

= =
2k—-1 2 2k—-1 2 4k -2
Konacno se dobije: k € (—w,—%)u(%,—i—oo)

Prvi nacdin: Ozna¢imo duzine stranica trougla, prema standardnoj notaciji, sa a, b, C.
Neka je duzina duzi AD jednaka X. Tada je duzina duzi BD jednaka c—X. Ako

= 9 Odatle se dobije

iskoristimo osobinu simetrale ugla u trouglu imamo da je

cC—-X a
: bc . ac o .
da je X=—— 1 Cc—-X=—— Iz zadanog uslova onda slijedi da je
a+b a+b
b —ay bc::b(a+b)+ac:a(a+byﬂm.
a+b a+b

Poslije sredivanja se dobije: b*—a’+ac—bc=0=(b-a)(b+a)-c(b-a)=0, t.
(b—a)(b+a-c)=0, aodatle je b=a ili b+a=c. Ali znamo da je u svakom trouglu

zbir dvije stranice veéi od trece, pa je dakle a=b i trougao je zato jednakokraki.

C

A D B

Drugi nacin: Posto je ugao CDB vanjski u trouglu ADC, imamo da je taj ugao ve¢i od
ugla ZACD = ZBCD. Zato je BC > DB, pana duzi BC mozemo na¢i tacku E, takvu
da je BD =BE. Analogno, AC > AD, pa se na duzi AC moze na¢i tatka F, tako da je
AD = AF. Iz AC +BD =BC + AD, slijedi: AC — AF = BC — BE, tj. CF =CE. Sada
je lako dokazati podudarnost troglova DCF i DEC, pa je DF = DE i ZCFD = ZCED.
To dalje povlaci podudarnost trouglova AFD i1 DBE, a otuda je Z/CAB = ZABC, pa

je trougao ABC jednakokraki.

3. Ako je x<0, lijeva strana jednaine je negativan broj. Dakle, x >0, uzimajuéi u

obzir da je Xx#0 zbog definisanosti izraza u jednacini. Prema odnosu aritmeticke i
geometrijske sredine je a+b>2+ab (a>0,b>0). Jednakost vaZi ako i samo ako je
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L T o 1 1 L
a=h Iz X 2*X+—-2">2,[x-2%.=.2"=2\2 * i X+—2>=2[x-—=2 slijedi:
X X X X

1

x-2% +1.0% 5027 =4,
X
1 1

Jednakost vazi ako je X-2* =l-2x =2= 2% =E/\2X =2X.
X X

Ako pomnozimo zadnje dvije jednacine slijedi:
1
2 o4=P mxr o2 H1=2x s (x-1)P 0= x=1.
X

4. (\/z+\/§+i\/2—\/§)2 =2442 4242442 V242 4 (2-42) =
=242 242 +2iV4-2 = 2V2 +2iV2 = 2V2(1+i).

Slijedi:
(x/2+ﬁ+i\/z—ﬁ)6 = (2v2) (1+1)° =8- 242 (143 +30% +7*) = 16v2 (1431~ 3-1)
=16v2 (-2 +2i)=32v2(i-1).
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KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
III RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2012/13. godina

1. U trouglu ABC jedna stranica je dugacka 9 cm, druga je duzine 5 cm, a ugao nasuprot
tre¢e stranice jednak je polovini razlike uglova koji leze nasuprot poznatih stranica.
IzraCunati nepoznatu stranicu datog trougla i njegovu povrsinu.

2. Stranice trougla leze na pravima c¢ije su jednacine u koordinatnom sistemu:
y+8=0,3x—-4y+7=0,4x+3y—-24=0. Naéi jednaCinu upisane kruznice tog
trougla.

C . . sinx—1 1 _2-sinX

3. Dokazati da je nejednakost —+—> ———

—2> —— tacna za sve realne brojeve X.
sinX—2 2 3-sinX

4. Odrediti sve vrijednosti parametra a za koje jednagina sin® X+cos* X +sin2x+a=0
nema rjesenja.
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Rjesenja zadataka za III razred

1. Prvi nacin:
Uz standardno oznacavanje stranica 1 uglova u trouglu, moZzemo napisati da je

a=9,b=5a-=2y. Iz jednakosti a=pf+2y i a+pf+y=180° slijedi da je
B=90"— 32 ia=90°+

Otuda je sin £ =sin [900 —377/) = cos%/ 1 sing =sin (900 +%J =cosa = cos%. Zatim po

sinusnoj teoremi slijedi:

a sina 9 cos” cos”
E g = 32 = , a  odatle se direktno dobije
smﬂ cos 2V cos”| 4cos?? 3
2 2 2
coszl:§:>sinzZ:l:mos;/—coszl—smzlzZ
2 9 2 9 2 2 9
Najzad, koristeci kosinusnu teoremu, imamo da je

¢’ =a’+b*—2abcosy =81+25-2-9-5 % =36, znadi ¢c=6cm. Povriinu trougla moZemo

dobiti po  formuli P= %sin a, jer znamo da je sina = cos%, a
coszl:§:coslz\/§:i dakle P—E-&:IO\E.

2 9 2 9 2 3
Drugi nacin: C

Neka je D tacka na stranici BC, tako da je ZBAD =y. Obzirom da je a = f+2y slijedi da
je Z/DAC=p+y, pajei LADC=/f+y, jer je 28+3y=180" O¢ito je trougao ADC
jednakokraki, znati AC = DC =b, dok je DB =a—b.

Trouglovi ABD i ABC su slicni, pa je S22 ¢?—a’_ab=81-45=36. Dakle,
a Cc

c=6cm. PovrSinu trougla mozemo izraCunati po Heronovoj formuli. Najprije,

:9+5+6=10, paje Pz\/s(s—a)(s—b)(S—C)=\/10'1‘5‘4=’/52'22’2=10\/§

2

2. Prvi naéin:
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Stranice trougla su tangente trazene kruznice. Da bi prava y =kx+n bila tangenta kruznice
(x— p)2 +(y—q)2 =r? potrebno je da vrijedi uslov dodira r? (k2 +1) =(q—kp— n)2 .
U slucaju prave y+8=0 je k, =0, n, =8, pa iz uslova dodira slijedi
(1) r? :(q+8)2 =r=q+8vr=—(q+83).
. 3 7 .
Zapravu 3x—4y+7=0 je k, =7 n, =7 paje
(2) 25r? :(4q—3p—7)2 =5r=4q-3p-7v5r=—4q+3p+7
Zapravu 4x+3y—-24=0 je k, :—§, n, =8, paje

(3) 251 :(3q+4p—24)2 = 5r=3q+4p-24v5r=-3q-4p+24.
Sada kombinuju¢i linearne jednacine iz (1), (2) i (3) trazimo p, g i I, ali tako da je r>0.
Dobija se jedino rjesenje p=2,0=-3,r=5. Jednalina trazene kruznice glasi

(x=2)° +(y+3)* =25.

Drugi nacin:
Centar upisane kruznice u trouglu nalazi se u presjeku simetrala unutrasnjih uglova.
Uzimajuéi u obzir da se koordinatni pocetak nalazi unutar trougla, jednacina simetrale ugla
kojeg odreduju prave y+8=013x—-4y+7=0 glasi:
y+8 3x—-4y+7
-1 -5
Jednacina simetrale ugla kojeg odreduju prave y+8=01 4x+3y—24 =0 glasi:
y+8 4x+3y-24
-1 5
Iz sistema jednadina X-3y=11AX+2y=-4 lako se nade da je (X,y)=(2,-3). Dakle,

=0=3x-9y=33=x-3y=11.

=0=>-4Xx-8y=16= x+2y=—-4.

p =2,9=-3. Poluprecnik r mozemo naci kao udaljenost tacke S (2,—3) od prave y+8=0,

-3+8
=

=5. Jednacina trazene kruznice je (X —2)2 +(y +3)2 =25.

sinx—1 1 _2-sinX I-sinx 1 _2-sinX
—2 = —2 .
sinx—2 2 3-sinX 2—-sinX 2 3-sinX
Posto je 2—sinx>0 i 3—sinXx>0 za sve realne X, datu jednacinu mozemo pomnoziti sa
2(2-sinx)(3—-sinx), tako da je polazna nejednakost ekvivalentna sa:

3.

2(1-sinx)(3—sinx)+(2—sin x)(3—sinx) >2(2—sin X)2

& 6—2sin X —6sin X+ 2sin® X+ 6—2sin X —3sin X+sin® X > 8 —8sin X+ 2sin” X

< sin® x—5sinx+420 < (1-sinx)(4—sinx) 2 0.

Posljednja nejednakost ocigledno vazi za sve realne X, jer su oba faktora nenegativna.

Jednakost se dostize ako je sin X =1<> X = %+2k7r, ke{0,+1,%2,..}.

4. sin* Xx+cos* X +sin2x+a=0
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2
:>(sin2 X + cos’ X) —2sin® Xcos X+sin2x+a=0

1. ) ) )
:>1—Esm2 2X+sin2X+a=0=>sin?2x—2sin2x—-2a-2=0.

Uzmimo smjenu sin2x=t. Tada je t*—-2t—2a—-2=0. Diskriminanta ove jednaine je
D=4-4(-2a-2)=8a+12=4(2a+3).

Ako je a< —% = D <0, pa data jedna¢ina nema realnih rjeSenja.

+ ’
Ako je az-%, tada je t,, :%:li\/zgﬁ_& znaci sin2X =1+~/2a+3.
Posto je 1++/2a+3 21, iz sin2x=1++/2a+3 mozemo dobiti realna rjeSenja samo ako je
1+V2a+3=1<2a+3=0< a:—%.
S druge strane, 1—+/2a+3 <1 za sve az-%, pa jednacina sin2X =1-+/2a+3 nema realnih

rjeSenja  ako je 1-+v2a+3<-1. Ova nejednaina je ekvivalentna sa
2<+/2a+3 :>4<2a+3:>1<2a:>a>%.

Ukupno, zakljuCujemo da polazna jedna¢ina nema realnih rjeSenja ako je

3 ... I . 3 1
a<-—-—ilia>—,tae| —0,—— |U| —,+o |.
2 2 2 2
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KANTONALNO TAKMICENIJE IZ MATEMATIKE
IV RAZRED

Srednjobosanski kanton, Skolska 2012/13. godina

1. Dokazati da je broj 3n* —14n° +21n* —10n djeljiv brojem 12 za svaki prirodni broj n.
. 1 B . y o 1Y
2. Dat je kompleksni brojz = 5 i > Izracunati sve vrijednosti korjena 3 (z +—+ Ij :
z

3. Ako duzine stranica nekog trougla Cine geometrijsku progresiju, dokazati da je
trougao Cije su duzine stranica jednake duzinama visina polaznog trougla sli¢an
polaznom trouglu.

. (2+n)" =n""~200n"
4. Izradunati L =lim o 5 .
N—oo n"* —-100n- +1
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Rjesenja zadataka za IV razred

1. Dokazimo tvrdnju matemati¢kom indukcijom.

n=1=>3n"-14n’+21n’> —10n = 0, dakle tvrdnja je tatnaza n=1.
Pretpostavimo da je tvrdnja tatna za neki prirodni broj k>1, .
3k* 14k’ +21k* =10k =12m,m e N.
Tadaje 3(k+1)" —14(k+1)" +21(k+1)" ~10(k +1) =
=3(k* +4Kk" +6k* + 4k +1) =14 (K’ +3Kk* +3k +1)+ 21 (k* + 2k +1)-10k —10 =
:(3k4—14k3+21k2—10k)+12k3—24k2+12k,
pa imajuci u vidu pretpostavku slijedi:
3(k+1)" —14(k+1) +21(k+1)° =10(k +1) =12m+12(k> = 2k> + k) =12(m+k* - 2k* + k),
$to zna¢i da je broj 3n*-14n’+21n*>—10n djeljiv brojem 12 i ako je n=k+1. Prema

principu potpune matemati¢ke indukcije slijedi da je broj 3n*—14n’ +21n* —10n djeljiv
brojem 12 za sve prirodne brojeve n.

2. Z=l—|£—c0s5—ﬂ-+|sm5—ﬂ:>l—coss—ﬂ—lsms—ﬂ=1+i£,

2 2 3 3 z 3 3 2 2
ili mozZemo to isto dobiti ovako:

1 3 1 .3
1 .5+|7:5+|7:l _3
1 31 .3 (32 2 2
——— —+i—
2 2 2 2 4
5 5
Dalje slijedi: ? L] l—i£+l+i£+i =3(1+i)5.
z 2 2 2 2

5
Posto je (1+i)5 =[\/§(cos%+isin%ﬂ =\/2_5(00557ﬂ+isin57ﬁj, slijedi:

—+2k72' 5—72--1-2k7r

(Z+ +Ij \/ 5 cos +isin-4 3 ,ke{O,l,2}.

Ako je k =0, dobija se prva vrijednost korjena

5r Sr

W1=9/2_5 cos— tisin-t (=932 cos| Z+Z |+isin| Z+Z || =
3 3 6 4 6 4

V 2, @M} \/—\/—[I 1 iﬁ+1]=mﬁ—1+i(ﬁ+l)

4 4 4 4

\/_ 1+|(\/§+1)

4

: i

http://www.smsfojnica.com



SMS "Zijah Dizdarevi¢" Fojnica

Ako je k =1, dobijamo

5—7[+27z

5—ﬁ+27z
W2:€/2_5 cos—2 +isin-2 =432 cos| += |+isin| 7+ 2 || =
3 3 12 12

:-@[cos(g_gj+isin(g_%ﬂ:_@[@Zﬁ +iﬁ;ﬁ]:
:%.\@+l+l<\/§—l)'

Ako je k=2, dobijamo

Y4 Y4

—+4r —+4r . .
W3=€/2_5 cos—2 3 +isin—2 3 =632{cos(2ﬁ—zj+isin(27z—zﬂ=

2 N2 2¥2(1-i .
— 432 £_.£ =#=g/§(1_.)_
2 2 2
3. Neka su a, b, ¢ duzine stranica trougla, a h,, h,,h, duzine odgovarajucih visina trougla i
neka je b® = ac. Koristeéi kosinusnu teoremu imamo:
a’+b’—c’ . b*+c’-a® a’+b’-c’+b’+c’-a’

aCOS}/+CCOSCZ =a-
2ab 2bc 2b

b.

C

hy,

o
A C B

Otuda je b* = b(acos ¥+ Ccosa) = ac, pa dijele¢i ovu jednakost sa a slijedi:

C
b[cosy+—cosaj =C.
a

. . .. C siny
Prema sinusnoj teoremi je — =

——, §to povlaci
a sina

sin y . ) .
b| cosy +——cosa |=c=b(cosysina+sinycosa)=Ccsina
sina

= bsin(a+y)=csina.

Posto je sin(a +}/) = sin(1800 —,B) =sin £, imamo da je
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, Sto se vidi sa

¢ 51;1 @ _ h—t;’ Pri tome je iskoriSteno da je sina = h
C
slike. Analogno je h, =bsiny i h, =bsine.

bsin f=cCsina = sin f§ =

o o i h. . . i h
S druge strane, iz sinusne teoreme je sin f = bsina _ isinf= bsiny _ 2.
a a C
. hy h, h . . .
Dakle, sin f = b =—<=-2_ §to dokazuje postavljenu tvrdnju.
C

C(24n)” =n'° —200n”
4, L=11m( )98 5 =
n—o n”* —-100n- +1

100
n'® +100-n” ~2+{ 5 jngg 27+, 42 —n"" —200n”

=lim

n—>o n”® —-100n° +1
10099 ov 2, (100 o7 pay pm
i 2 3
= 11m
n—> n”® —100n° +1

Ako ovaj razlomak skratimo sa n’®, oéito u brojniku i nazivniku svi sabirci izuzev prvog ée
teziti ka nuli kad n — oo, tako da je L =100-99-2 =19800.
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